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Resumen

En un gran nimero de articulos se estima la prevalencia de una variable binaria aleatorizada, pero pocos
modelan el efecto de covariables no sensibles en una variable respuesta binaria aleatorizada. En un nimero
pequefio de articulos se estudia una variable ordinal sensible, y no hay articulos en que se modele el efecto
de las covariables no sensibles en una variable respuesta ordinal aleatorizada. EI objetivo de este trabajo es
usar el enfoque Bayesiano para medir el efecto de covariables no sensibles en una variable respuesta ordinal
aleatorizada obtenida bajo el disefio de respuesta forzada y evaluar el desempefio de los estimadores
propuestos. Se utilizaron cuatro distribuciones a prioris: doble Exponencial, Normal, t y Cauchy. Se realiz6
una simulacion para comparar los estimadores Bayesianos estudiados considerando dos numeros de
categorias de la variable respuesta ordinal aleatorizada, dos tamafios de muestra y dos ndmeros de
covariables no sensibles. Los criterios de comparacion fueron el error cuadratico medio, la longitud y la
cobertura de los intervalos de credibilidad. Los estimadores Bayesianos propuestos aproximaron
adecuadamente los parametros verdaderos del modelo de regresion probit ordinal aleatorizado, aun cuando
se uso el disefio de respuesta forzada inducido por el dispositivo de aleatorizacion de Hopkins para producir
una variable respuesta ordinal aleatorizada. El estimador Bayesiano con la distribucién a priori doble
exponencial fue el mejor en cuanto a los criterios utilizados.
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Abstract

A large number of papers estimate the prevalence of a randomized binary variable, but few model the effect
of non-sensitive covariates on a randomized binary response variable. A small number of papers study a
sensitive ordinal variable, and there are no papers that model the effect of non-sensitive covariates on a
randomized ordinal response variable. The objective of this work is to use the Bayesian approach to measure
the effect of non-sensitive covariates on a randomized ordinal response variable obtained under the forced
response design and evaluate the performance of the proposed estimators. Four prior distributions were used:
Double exponential, Normal, t and Cauchy. A simulation was performed to compare the Bayesian estimators
studied considering two numbers of categories of the randomized ordinal response variable, two sample
sizes, and two numbers of non-sensitive covariates. The comparison criteria were the mean squared error,
the length and the coverage of the credible intervals. The proposed Bayesian estimators adequately
estimated the true parameters of the randomized ordinal probit regression model, even when the forced
response design induced by the Hopkins randomization device was used to produce a randomized ordinal
response variable. The Bayesian estimator using the double exponential prior distribution was the best in
terms of the criteria used.

Keywords: randomized ordinal response variable, ordinal probit regression, bayesian inference, double exponential,
distribution.

Resumo

Um grande ndmero de artigos estima a prevaléncia de uma variavel binaria aleatorizada, mas poucos
modelam o efeito de covariaveis ndo sensiveis em uma variavel resposta binaria aleatorizada. Um nimero
reduzido de artigos estuda uma variavel ordinal sensivel, e nenhum modela o efeito de covariaveis ndo
sensiveis em uma variavel resposta ordinal aleatorizada. O objetivo deste trabalho é utilizar a abordagem
Bayesiana para mensurar o efeito de covaridveis ndo sensiveis em uma variavel resposta ordinal
aleatorizada obtida sob um delineamento de resposta forcada e avaliar o desempenho dos estimadores
propostos. Quatro distribuicbes a priori foram utilizadas: exponencial dupla, normal, t e Cauchy. Uma
simulagdo foi realizada para comparar os estimadores Bayesianos estudados, considerando dois nimeros
de categorias para a variavel resposta ordinal aleatorizada, dois tamanhos de amostra e dois nimeros de
covariaveis ndo sensiveis. Os critérios de comparacao foram o erro quadratico médio, o comprimento e a
cobertura dos intervalos de credibilidade. Os estimadores Bayesianos propostos aproximaram
adequadamente os parametros verdadeiros do modelo de regressdo probit ordinal aleatorizado, mesmo
guando o delineamento de resposta forcada induzido pelo dispositivo de aleatorizacdo de Hopkins foi
usado para produzir uma variavel de resposta ordinal aleatorizada. O estimador Bayesiano com
distribuicdo a priori exponencial dupla apresentou o melhor desempenho de acordo com os critérios
utilizados.

Palavras-chave: Varidvel de resposta ordinal aleatorizada, Regressao probit ordinal, Inferéncia Bayesiana,
Distribuicdo exponencial dupla.
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Introduccion

Los modelos estadisticos comunes permiten
medir el efecto de un conjunto de covariables
X1, ...,Xp €n una variable respuesta Y. Un supuesto
fundamental en estos modelos es que la variable
respuesta y las covariables se miden sin error. Sin
embargo, esto no siempre es posible, especial-
mente cuando la variable respuesta mide atributos
sensibles.

Una variable sensible es la medicion de un
atributo sensible que se refiere a informacion
personal del entrevistado que no es bien visto por
la sociedad, o sobre la practica de actividades
ilicitas como la evasion de impuestos, o la opinion
acerca de la préctica del aborto ilegal.

La técnica de respuesta aleatorizada (TRA) es
una herramienta para realizar entrevistas disefiada
para proteger la privacidad del encuestado y evitar
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el estigma social o el miedo a las represalias y al
mismo tiempo reduce las respuestas deshonestas
y el sesgo de no respuesta. En la TRA la respuesta
a una pregunta sensible depende de 1) el
verdadero estado del entrevistado respecto de la
pregunta sensible y 2) el resultado de un
dispositivo de aleatorizacion (Cruyff et al., 2008).
El primero en proponer una TRA fue Stanley
Warner en 1965. La TRA de Warner tiene a) un
mecanismo para obtener informacion sobre una
variable sensible binaria, y b) un estimador de la
prevalencia del atributo sensible binario (\Warner,
1965). La TRA de Warner consta de dos
afirmaciones complementarias: Tengo el atributo
sensible y No tengo el atributo sensible. El
entrevistado responde solo a una de las dos
afirmaciones y la eleccion de cual debe responder
se realiza con un dispositivo aleatorio, como un
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dado o una ruleta. La eleccion de la pregunta a
contestar se oculta al entrevistador, que solo
recibe una respuesta de Si o No sin saber qué
pregunta fue respondida.

Las variables sensibles pueden ser dicotomicas,
politbmicas o cuantitativas segun el atributo
sensible estudiado. En el primer y segundo caso,
el pardmetro de interés es la proporcién de
individuos (prevalencia) en cada categoria del
atributo sensible. En el tltimo caso el pardmetro
de interés es la media poblacional.

Varias modificaciones se han propuesto a la
TRA de Warner. Una familia de modificaciones
cambia la pregunta complementaria por una
pregunta incorrelacionada (Greenberg et al., 1969)
0 por una respuesta forzada (Boruch, 1971). Otra
familia de modificaciones cambia la respuesta del
entrevistado por una respuesta inocua como Rojo
(Verde) en lugar de No (Si) (Kuk, 1990) o por un
valor codificado o0 mezclado (Eichhorn y Hayre,
1983; Bar-Lev et al. 2004).

Al usar una TRA se introduce un ruido aleatorio
adicional a la respuesta del entrevistado lo que
agrega mas incertidumbre a los estimadores. Aun
asi, es posible obtener estimadores insesgados de
parametros unidimensionales, prevalencias o
medias, pero estos estimadores tienen mayores
varianzas estimadas que en el caso no sensible
(Ardah y Oral, 2017).

La mayoria de articulos se enfocan en la
estimacion de la prevalencia de una variable
aleatorizada binaria sensible. Un reducido
numero de articulos estiman la asociacion entre
una variable aleatorizada binaria y otra del mismo
tipo, 0 con una variable binaria no sensible
(Barabesi et al., 2012; Drane, 1976; Ewemooje y
Amahia, 2015; Lee et al., 2013; Tamhane, 1981).
Muy pocos articulos estiman el efecto de
covariables no sensibles y factores en una variable
respuesta binaria sensible. Este escenario es mas
interesante y desafiante porque el ruido aleatorio
afiadido mediante el uso de una TRA en la
variable respuesta sensible provoca varianzas
estimadas muy grandes, ademas porque es
necesario estimar parametros adicionales.

La regresion logistica es el modelo més
frecuentemente usado para modelar el efecto de
covariables no sensibles en una variable respuesta
aleatorizada binaria. Este modelo se ha utilizado
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cuando la variable aleatorizada binaria se obtuvo
bajo los disefios de Warner, de preguntas
incorrelacionadas de Greenberg, de respuesta
forzada de Boruch y de respuesta enmascarada de
Kuk (Scheers y Dayton, 1988; Blair et al., 2015,
van der Heijden y van Gils, 1996; Lensvelt-
Mulders et al., 2006; van den Hout et al., 2007).

Abul-Ela et al. (1967) y Eriksson (1973) fueron
los primeros en estimar las prevalencias de las
categorias de variables aleatorizadas politomicas.
Algunas preguntas que se han utilizado para
obtener una variable aleatorizada ordinal son:
¢Cuantos dias usé drogas ilegales la semana
pasada?, donde las posibles respuestas son 0, 1, 2
0o > 3 (Kim y Warde, 2005), ¢Cuéntos abortos
tuvo una mujer?, ¢(En cuantas ocasiones se
tomaron drogas?, y ¢ Cuanto dinero no reportaste
en tu declaracion de impuestos? (Eichhorn vy
Hayre, 1983). Otras preguntas producen natural-
mente variables ordinales aleatorizadas, como
¢Qué tan de acuerdo estds con la interrupcion
legal del embarazo antes de las doce semanas?,
donde las respuestas pueden ser muy en
desacuerdo, en desacuerdo, de acuerdo y muy de
acuerdo.

El ndmero de articulos en que se estima la
prevalencia de las categorias de variables
ordinales aleatorizadas es mucho menor que para
el caso binario, incluso hay menos articulos que
estiman asociaciones entre una variable ordinal
aleatorizada y otra del mismo tipo, o con
covariables no sensibles (Kim y Warde, 2005).

El modelo de regresion ordinal se utiliza cuando
la variable respuesta es ordinal y no sensible. La
estimacion de los parametros de este modelo
cuando la variable respuesta es no sensible se ha
realizado con ambos paradigmas estadisticos,
frecuentista y Bayesiano. Sin embargo, no se
encontraron articulos donde la variable respuesta
ordinal sea sensible.

Este trabajo tiene como objetivo proponer un
modelo para estudiar el efecto de covariables no
sensibles en wuna variable respuesta ordinal
aleatorizada bajo el disefio de respuesta forzada,
usar la inferencia Bayesiana para estimar los
pardmetros y evaluar el desempefio de los
estimadores propuestos.

El objetivo de este trabajo es usar el enfoque
Bayesiano para medir el efecto de covariables no
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sensibles en una variable respuesta ordinal
aleatorizada obtenida bajo el disefio de respuesta
forzada y evaluar el desempefio de los
estimadores propuestos.

Material y métodos

Considere que hay un atributo ordinal sensible
gue se mide por una variable ordinal Z con
categorias 1, 2,...,J, es decir, tiene un total de J
categorias. Si al entrevistado se le hace una
pregunta directa sobre su pertenencia a una
categoria de Z, él o ella puede no responder
honestamente o0 puede no contestar. La
informacidn sobre la pertenencia a una de las J
categorias de Z se puede obtener mediante una
TRA que generard& wuna variable ordinal
aleatorizada Y estrechamente relacionada con Z.
El uso de la TRA permite motivar la participacion
del entrevistado al darle confianza para responder
su verdadera pertenencia a la categoria de la
variable ordinal aleatorizada Y y al mismo tiempo
proteger su privacidad.

Para cada individuo i, sea Z; = j; j=1,...,.J, la
categoria verdadera pero desconocida para la
variable ordinal sensible y Y; = j la categoria de
la variable ordinal aleatorizada observada
obtenida  utilizando el  dispositivo  de
aleatorizaciéon de Hopkins que se describe a
continuacion.

Dispositivo de aleatorizacion de Hopkins

Liu y Chow (1976) propusieron un modelo de
respuesta aleatorizado cuantitativo discreto
utilizando el dispositivo de aleatorizacion de
Hopkins. El dispositivo consiste en una jarra que
contiene bolas de dos colores diferentes, por
ejemplo, verde y azul, en proporcionesgy 1 — g,
respectivamente. Las bolas azules estan marcadas
con los numeros 1,...,J en proporciones s ,..., Qs
(Figura 1). Se le pide al entrevistado que dé la
vuelta a la jarra, la agite bien y permita que

Figura 1: Dispositivo de aleatorizacién de Hopkins para el disefio de respuesta forzada para variables ordinales.
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aparezca una bola en el cuello. Si la bola es verde,
el entrevistado debe reportar su verdadera
categoria del atributo ordinal sensible, pero si la
bola es azul debe informar el nimero marcado en
la bola. q; tiene el efecto de aumentar las
respuestas para la j-ésima categoria. Este proceso
se lleva a cabo sin la observacion del
entrevistador lo que protege la privacidad del
entrevistado y motiva su participacion. EI método
descrito implementa un disefio de respuesta
forzada para obtener respuestas sobre un atributo
ordinal sensible.

El dispositivo de aleatorizacion de Hopkins
relaciona la probabilidad de la j-ésima categoria
Rt [augriable orginal sensiblg pasashlfchine

my=P Z; =]
la j-ésima categoria de la variable ordinal

aleatorizada observada, m; = P(Y; = )
mediante la ecuacion:
Ty = gyt 1- g)qj @

dondei=1,..,n j=1,..,]

El término g estd relacionado con la
probabilidad de responder a una pregunta directa
y no debe ser cero ni uno. Si g = 0, solo se
obtienen respuestas forzadas y no se obtiene
informacion del atributo ordinal sensible, por otro
lado, si g = 1 solo se utilizan preguntas directas
sobre el atributo ordinal sensible y el entrevistado

sentira amenazada su privacidad y se negara a
contestar, o lo hara de forma deshonesta.

Modelo de regresion probit ordinal

El modelo de regresién probit ordinal permite
medir el efecto de las covariables no sensibles en
una variable respuesta ordinal no sensible. La
motivacion del modelo es simple. Se supone que
una variable ordinal Z es una discretizacion de
una variable latente continua Z- que es una
combinacion lineal de covariables no sensibles,
X1, ..., X, alaque se agrega un error aleatorio con

distribucién normal estandar:

ZLL = x’{ﬁ + &
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donde &§~N(0,1) ; i=1.,n;xf =

(xi1, .-, xp) €s el vector de observaciones
correspondientes a p covariables no sensibles para
el i-esimo individuo. Sea o, ..., ¥; un conjunto de
umbrales, la j-ésima categoria de Z se obtiene
cuando yj_q < ZL <y; paraj=1,...,J. Paraevitar
problemas de estimacion se supone que yo = —co
y y; = oo, por lo que la probabilidad de la primera
y la tltima categoria ordinal estan bien definidas.

El modelo de regresion probit ordinal esta dado
por (Kruschke, 2014):

yi—x.

ﬁ=P@~vuo=¢(oF)—

—x 2
o B) 2

La Ecuacion 2 usa el hecho de que Z" tiene
distribucion normal con media x¥f8, y desviacion
estandar o.

Modelo de regresion probit ordinal aleatorizado

El objetivo de este trabajo es medir el efecto de
las covariables no sensibles en la verdadera pero
desconocida variable ordinal sensible Z, usando la
variable ordinal aleatorizada observada Y y la
relacion entre sus probabilidades, 7; y m;;, dadas
por las Ecuaciones 1y 2.

ElI modelo de regresién
aleatorizado propuesto es:

P(Yi =j|xi) = gP(ZL, =j|xl_) + (1 - g)qj

probit ordinal

T =97Tij +(1—g)qj
YJlxﬂ
r, =glo o ) o
(1_9)Qj €)

La funcién de verosimilitud para el Modelo 3 es:

LB.o,yIX,y) =T Yoy (Vi = ) xm} (4)

donde I(-) es la funcion indicadora y y =
(YO' Yu V-1 Y]) T

En la revision de la literatura no se encontraron
articulos que aborden la estimacion frecuentista o
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Bayesiana de los parametros del modelo de
regresion probit ordinal aleatorizado.

Modelacion Bayesiana

El teorema de Bayes establece que la
distribucion posterior del pardmetro @ dados los
datos D, n(8|D), es proporcional al producto de la
verosimilitud de los datos, L( 8 |D), y la
distribucion a priori del pardmetro 0, n( 8), es
decir:

m(0|D) x L(6|D)m(0)

Un estimador Bayesiano de @ es el que minimiza
la esperanza bajo la distribucion posterior de la
funcidn de pérdida. Cuando la funcion de pérdida
es el error cuadrado o lineal absoluta, entonces el
estimador Bayesiano de @ es la media o la
mediana de la distribucién posterior, segun
corresponda.

En el modelo de regresion probit ordinal
aleatorizado @ = (BT, y7,0)" y D = {X, y},
donde X es la matriz disefio que contiene la
informacion de las covariables no sensibles. La
distribucion posterior es:

n(B,o,vIX,y) x L(B,o,v|X,y) n(B,0,7)

La verosimilitud de los datos bajo el disefio de
respuesta forzada se da en las Ecuaciones 3y 4.
Obtener la media de la distribucion posterior no
es analiticamente posible. En su lugar, la
distribucion posterior se aproxima por Cadenas de
Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en
inglés). Para mejorar la convergencia de las
MCMC se estandariza X. Sea X" la matriz
S%t gdgglrz%ga,z e?xdec_lr,fIfjl/lg-es’lrggn%oel%mnﬁses

ik i k Xk k Xk
son la media muestral y la desviacién estandar
para la j-ésima covariable. Para evitar problemas
de identificabilidad en la estimacion de los
umbrales, dos de ellos se fijan: y1 = 1.5y y1 = J-
0.5 (Kruschke, 2014). Asociado con las
covariables estandarizadas, se introduce un nuevo

vector de parametros ¢ = (aq, a;, o @)
La distribucion posterior se convierte en:

(e, y,0|X,y) < L(a,y,0|X*,y) X n(a,y,0)
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La distribucidn a priori conjunta se da como un
producto de distribuciones marginales a prioris
independientes:

n(a,y,0) = m(ao) [T, m(a) x

[zin(y)) x (o) ©)

Las estimaciones de pardmetros
unidimensionales como son la prevalencia o
media de variables sensibles después de usar
alguna de las diferentes TRA tienen varianzas
estimadas grandes. Un efecto similar ocurrira al
estimar vectores de parametros como los efectos
de covariables no sensibles en una variable
respuesta ordinal aleatoria. Esto motiva a usar a
prioris no informativas o a prioris que reduzcan
las estimaciones de los parametros a,.

Se estudian cuatro a prioris conjuntas, todas
ellas usan ap~N(H, J2), o~N( ) ,10]), y

yi~N(@ + 0.5, J?);j = 2,...,J-2. La diferencia
entre las cuatro a prioris conjuntas es la
distribucion de los a; , k = 1,...,p. Estas
distribuciones a prioris son Normal (N), Doble
exponencial (DE), t y Cauchy. La lista de las
distribuciones a prioris utilizadas y los parametros
adicionales necesarios son:

Ay ~ N(O,]Z) (6)

ar ~DE(0,2), A~ U(0.001,10) @

ar ~t (0, atz, vt + 1),
vt ~ Exp(1/29),
o, ~U(0.001,1000) 8

@ ~t (0, 021), o, ~U(0.001,10 )
En la literatura, las a prioris para los @ que se

J

usan cuando se modela una variable respuesta
ordinal no sensible tienen una distribucion normal
con media cero y varianzas 100, 0.5 0 0.1 (Van,
2017; Xie et al., 2009). La distribucion a priori
ay ~ N(0,]2) es vaga en la escala estandarizada
g ra el ode,o de re rgs‘on grobit ordinal

eatorizado y la varianza del hiperparametro es
totalmente definido por el nimero de categorias.
La distribucion a priori 7 se usa cominmente en
estimacion Lasso Bayesiana para reducir las
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pendientes estimadas porque su masa Sse
concentra cerca de cero y el hiperpardmetro A
toma cualquier valor en el intervalo (0.001, 10).
La distribucion a priori 9 es un caso especial de
las distribuciones a priori 8 cuando los grados de
libertad son 1. Ambas a prioris tienen media cero,
de modo que a7 esté en un rango amplio de 10 a
108,

Después de obtener los a's en las MCMC, los
parametros en la escala original se obtuvieron con
las ecuaciones:

P
aq
Bo=ao— D, Xy
k=1 "%k
aj
Bk = s, k=1,..,p

Estudio de simulacion

El desempefio de los estimadores Bayesianos
bajo las distribuciones a prioris estudiadas se
evalu6 mediante simulacion Monte Carlo. El
dispositivo de aleatorizacion de Hopkins que
induce el disefio de respuesta forzada para un
atributo ordinal isensible se usdé con g =2/3y

Gi==q=7 lo que induce respuestas
directas con probabilidad 2/3.

Factores estudiados. Muchos factores pueden
afectar el rendimiento de los estimadores
Bayesianos del modelo de regresion probit
ordinal aleatorizado, pero en esta investigacion
solo se consideran tres. Los factores estudiados en
la simulacién Monte Carlo fueron el nimero de
categorias de la variable dependiente, el tamafio
de la muestra y el nimero de covariables no
sensibles.

Ndmero de categorias de la variable respuesta
ordinal aleatorizada, J. Se consideraron tres y
cuatro categorias ordinales, J=3,4.

Tamafio de la muestra, n. En el enfoque
frecuentista cuando el tamafio de la muestra es
grande, el estimador de méxima verosimilitud
tiene propiedades Optimas. Ademas, en el enfoque
Bayesiano cuando el tamafio de la muestra es
pequefio, la distribucion a priori domina la

distribucién posterior y cuando el tamafio de la
muestra es grande, lo hace la verosimilitud de los
datos. Un tamafio de la muestra pequefio
determind de acuerdo con el numero de
parametros en el modelo, y el tamafio de la
muestra grande como el triple del tamafio de
muestra pequefio.

Namero de covariables no sensibles, p. Se
estudiaron una y dos covariables no sensibles,
p=1,2.

Por lo tanto, cuando Y tiene J=3 categorias
ordinales y el modelo p=1 covariable no sensible,
los tamarios de muestra fueron n=125, 375y si
p=2 los tamafios de muestra fueron n=150, 450.
Cuando Y tiene J=4 categorias ordinales y el
modelo tenia p=1 covariable no sensible, los
tamafios de muestra eran n=150, 450, y si p=2, los
tamafios de muestra eran n=175, 525 (Tabla 1).

Generacion de datos

Las p covariables no sensibles Xk se generaron
de forma independiente de una distribucion
uniforme en (0.9, 1.9). Los parametros verdaderos
se eligieron de acuerdo con el ndmero de
covariables no sensibles en el modelo, si p=1

Tabla 1: Tamafios de muestra, pardmetros y umbrales
utilizados en la simulacién.

Namero de
categorias, Numero de covariables no sensibles, p
J
1 2
n = 125,375 n = 150,450
3 B =(-10,10)" B =(-10,10,5)"
¥ = (-00,3.7,6.2,00)7 ¥ = (-0,2.6,5.0,6.7,00)T
n = 150,450 n=175,525
4 B = (-10,10)7 B =(-10,10,5)7

y=(-0,26,506.7,0)"  y=(-0,9.6,118,13.5,00)"
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entonces p = (-10,10)" y si p=2 entonces B = (-
10,10,5)". De esta manera, f1 = 10y B, = 5
estan lejos de cero y se espera que los estimadores
Bayesianos no sean afectados por el efecto de
contraccién producido por las a prioris. Los
umbrales se definen apropiadamente para que
todas las categorias tengan observaciones (Tabla
1).

La variable latente continua se obtuvo con Z; =
xIB + €, ~N(0,1/22) . Después la variable
ordinal sensible Z se obtuvo utilizando los
umbrales.

Para simular el proceso de asignar al
entrevistado a responder la pregunta directa con
probabilidad g, o a dar una respuesta forzada con
probabilidad 1 — g, se gener6 una variable W con
distribucion Bernoulli con pardametro g. Es decir,
para cada Z; = j, se generd una variable auxiliar W
distribuida Bernoulli con pardmetro g. Si W=1
entonces Yi = j, de lo contrario Yi es una
realizacion de una distribucipn multinomial con

parametros y = -+ =1, = 7

Se estudiaron cuatro estimadores Bayesianos,
definidos por la distribucion a priori usada para a;.
El estimador Bayesiano EB.N se obtiene al usar
la a priori Normal (6), el EB.DE se obtiene con la
a priori Doble Exponencial (7), el EB.T se obtiene
con la a priori t (8) y el EB.C con la a priori
Cauchy (9).

Las distribuciones marginales posteriores se
obtuvieron con el paquete R2jags (Su y Yajima,
2015) implementado en el lenguaje R (R Core
Team, 2016). Las MCMC se obtuvieron con tres
cadenas de 10000 iteraciones, un quemado de
5000, y un adelgazamiento de uno de cada cinco.
Aunque no se muestran los resultados, la
convergencia de MCMC se verificO mediante el
factor de reduccion de escala potencial
multivariado de Gelman y Brooks implementado
en el paquete coda (Plummer et al., 2006). Los
intervalos de credibilidad del 95% para S,

k=1,...p
ICr [Bi] = [ICTI (B, ICrS (B,
donde ICrI (§ ) es el cuantil 0.025 de la
distribucion posterior marginal de B, vy

ICTS (By) el cuantil 0.975. El proceso se repitid
R = 1000 veces.
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Desempefio de los estimadores

Un criterio para comparar estimadores es el
error cuadratico medio (ECM) porque mide la
dispersién de las estimaciones respecto al valor
verdadero del pardmetro y tiene la propiedad de
gue es la suma del cuadrado del sesgo y la
varianza del estimador. Otros criterios usados son
dos propiedades de los intervalos de credibilidad
que son la longitud (L) y cobertura (C). Es
deseable que los intervalos de credibilidad sean de
la menor longitud para que sean mas informativos
y que la proporcion de intervalos que contienen el
pardmetro sea aproximadamente del valor
nominal, por ejemplo 95%. Estos criterios se
definen como

EME) = e 2
F) =22 =SBy — B2
= k=1
R p
L(B) =g 35 ZALS Bir) — L1 (B}
r=1 k=1

_1w1 2

CB==2=2[LI B )=<P
R D k,r k

k=1 ~

< LS (Bi)]

r=1

donde By, es el r-ésimo valor del estimador £,
de .

Para comparar un estadistico T bajo dos
condiciones, A y B, se utiliz6 el porcentaje de
ganancia relativa (PGR) del estadistico cuando se
pasa de la condicion A a la condicién B:

T(A)-T(B) y
T (B)

PGR.T (A,B) = 100

donde T corresponde a los criterios M , Ly C.

Resultados

Los resultados de la estimacion del intercepto no
se informan porque interesa solo el efecto de las
covariables no sensibles en la variable respuesta
ordinal aleatorizada. La Tabla 2 muestra el ECM,
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la longitud y la cobertura de los estimadores
Bayesianos y sus intervalos de credibilidad.

Efecto del nimero de categorias

Todos los estimadores Bayesianos tienen ECM
y longitud de intervalo creible méas pequefio
cuando la variable respuesta ordinal aleatorizada
tiene cuatro categorias (Tabla 2).

La Tabla 3 muestra el porcentaje de ganancia
relativa para los tres criterios comparando J=3 y
J=4 categorias de la variable respuesta ordinal
aleatorizada. El efecto del nUmero de categorias
es muy fuerte en el ECM de los estimadores
Bayesianos porque el porcentaje de ganancia
relativa es mayor, entre 94% y 619%, cuando Y
tiene tres categorias. También es fuerte el efecto
en la longitud de los intervalos de credibilidad en
los estimadores Bayesianos pues el porcentaje de
ganancia relativa es mayor, entre 42% y 142%,
cuando Y tiene tres categorias. Y finalmente, es
débil en la cobertura de intervalos de credibilidad
ya que el porcentaje de ganancia relativa suele ser
mayor cuando Y tiene cuatro categorias.

Efecto del tamafio de muestra

Todos los estimadores Bayesianos tienen menor
ECM, longitud y cobertura de intervalos de
credibilidad cuando el tamafio de la muestra es
grande (Tabla 2).

La Tabla 4 muestra el PGR para los tres criterios
comparando el tamafio de muestra pequefio (TMP)
con el tamafio de muestra grande (TMG). De
acuerdo con la teoria asintética, los estimadores
Bayesianos muestran un mejor desempefio con
tamafo de muestra grande. El efecto del tamafio
de la muestra es muy fuerte en el ECM de los
estimadores Bayesianos porque el porcentaje de
ganancia relativa es entre 226% y 883% mayor
gue con el tamafio de muestra pequefio. El efecto
del tamafio de la muestra es fuerte en la longitud
de los intervalos de credibilidad de los
estimadores Bayesianos porque el porcentaje de
ganancia relativa es entre 87% y 154% mayor
cuando el tamafio de la muestra es pequefio.
Finalmente, el efecto del tamafio de la muestra es
débil en la cobertura de los intervalos de
credibilidad de los estimadores Bayesianos lo que
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Tabla 2: Valores de los criterios utilizados para
comparar los estimadores Bayesianos bajo los factores
estudiados.

p J n Estimador EM L c
1 3 125 EBN 3.66 6.91 0.93
EB.DE 3.99 7.14 0.94
EB.T 7.33 8.37 0.91
EB.C 7.14 8.30 0.91
375 EB.N 0.80 3.40 0.95
EB.DE 0.76 3.40 0.95
EB.T 0.90 3.50 0.95
EB.C 0.90 3.50 0.95
4 150 EB.N 0.96 342 0.94
EB.DE 0.85 3.35 0.94
EB.T 1.02 3.46 0.93
EB.C 1.01 3.46 0.93
450 EB.N 0.20 1.70 0.95
EB.DE 0.20 1.70 0.95
EB.T 0.20 1.70 0.95
EB.C 0.20 1.70 0.95
2 3 150 EB.N 2.06 4,72 0.93
EB.DE 1.89 4.66 0.94
EB.T 3.35 5.42 0.92
EB.C 344 5.47 0.92
450 EB.N 0.35 215 0.95
EB.DE 0.30 2.10 0.95
EB.T 0.35 215 0.95
EB.C 0.35 215 0.95
4 175 EB.N 0.56 2.77 0.95
EB.DE 0.51 2.73 0.95
EB.T 0.56 2.78 0.95
EB.C 0.56 2.78 0.95
525 EB.N 0.16 1.49 0.95
EB.DE 0.16 1.48 0.95
EB.T 0.16 1.49 0.95
EB.C 0.16 1.49 0.95
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Tabla 3: Porcentaje de ganancia relativa en ECM, L y C al comparar tres contra cuatro categorias sensibles.

Estimador p n PGREM PGR.L PGR.C
EB.N 1 125:150 281 102 -1
EB.DE 369 113 0
EBT 619 142 -2
EB.C 607 140 -2
EB.N 375:450 300 100 0
EB.DE 280 100 0
EBT 350 106 0
EB.C 350 106 0
EB.N 2 150:175 271 70 -3
EB.DE 273 71 -1
EBT 503 95 -4
EB.C 520 97 -4
EB.N 450:525 119 45 0
EB.DE 94 42 1
EB.T 119 45 0
EB.C 119 45 0

PGR.T (3,4) = 100 (T (3) — T (4))/T (4)

se evidencia en que la cobertura es mayor mas
frecuentemente con el tamafio de muestra grande,
y el porcentaje de ganancia relativa varia entre 1
y 4%.

Efecto del nUmero de covariables no sensibles

Todos los estimadores Bayesianos tienen mejor
ECM, longitud y cobertura de intervalos de
credibilidad cuando hay dos covariables no
sensibles (Tabla 2).

La Tabla 5 muestra el porcentaje de ganancia
relativa para los tres criterios comparando p=1
con p=2. El efecto del nimero de covariables no
sensibles en el ECM de los estimadores
Bayesianos es muy fuerte, pues es mayor cuando
hay una covariable que cuando hay dos
covariables, porque el porcentaje de ganancia
relativa varia entre un 25 % y un 157 %. Este
efecto del nimero de covariables no sensibles es
fuerte en la longitud de los intervalos de
credibilidad de los estimadores Bayesianos, pues
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es mayor cuando hay una covariable, ya que el
porcentaje de ganancia relativa varia entre 14% y
63%. Y finalmente, es débil en la cobertura de los
intervalos de credibilidad de los estimadores
Bayesianos, puesto que es mas frecuente que el
porcentaje de ganancia relativa sea mayor con dos
covariables no sensibles.

Comparacion del estimador de méaxima
verosimilitud con los estimadores Bayesianos
estudiados

Existen dos enfoques importantes para realizar
inferencia, el frecuentista y el Bayesiano. El
estimador de méaxima verosimiltud (EMV) es uno
de los métodos méas importantes en el enfoque
frecuentista. En el contexto del modelo de
regresion probit ordinal aleatorizado es natural
comparar el desempefio de los estimadores, de
méaxima verosimiltud y Bayesianos, en funcion de
sus esperanzas, sus intervalos de confianza (IC) o
de credibilidad (ICr), su longitud y su cobertura.
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Tabla 4: Porcentaje de ganancia relativa en ECM, L y C cuando se compara el tamafio de muestra pequefio con el

grande.
Estimador p J PGR'EM PGR.L PGR.C
EB.N 1 3 358 103 -2
EB.DE 425 110 -1
EBT 714 139 -4
EB.C 693 137 -4
EB.N 4 380 101 -1
EB.DE 325 97 -1
EBT 410 104 -2
EB.C 405 104 -2
EB.N 2 3 489 119 -3
EB.DE 528 122 -1
EBT 856 152 -4
EB.C 883 154 -4
EB.N 4 247 87 0
EB.DE 226 85 1
EBT 247 87 0
EB.C 247 87 0

PGR.T (TMP,TMG) = 100 (T (TMP) — T (TMG))/T (TMG)

Se realiz6 una simulacion con R = 1000
repeticiones en el escenario en que la variable
respuesta ordinal aleatorizada tiene 4 categorias
gue se explican con dos variables independientes
y se usa un tamafio de muestra de 525 que es el
mayor de los tamafios de muestra considerados en
este trabajo. Este tamafio de muestra se puede
considerar grande y de acuerdo con la teoria
asintotica, el EMV tiene distribucion normal con
media el vector de pardmetros verdadero y matriz
de covarianzas la inversa de la matriz de
informacién de Fisher, esto es, se espera que el
EMYV tenga un excelente desempefio.

La esperanza e intervalos de confianza (IC) del

100(1 — a)% para el EMV de 3 son:

R
1
E B0 =73 Brr
r=1

Bt Z1—a/2 EE(BL)
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donde Zi_,/;, es el cuantil 1 — a/2 de la
distribucion normal estandar y EE(By) es el

elemento jj de la inversa de la matriz de Fisher.
Los limites de confianza inferior y superior de Sy

son LCIB) =B — Z EE(S ) y
Les) =%z * eeg5 -
k k 1-a/2 k

Aunque no se muestran, los valores del ECM de
los estimadores Bayesianos estudiados son
similares a los reportados en la Tabla 2. Los datos
se generaron con 1 = 10y B, = 5 por lo que la
esperanza de los EMV, 1397 y 6.38,
sobreestiman a los valores verdaderos, y muestra
que los EMV de los pardmetros del modelo de
regresion probit ordinal aleatorizado no son
insesgados. Por el contrario, los estimadores
Bayesianos son mas cercanos a los valores
verdaderos y el mejor de ellos es EB.DE, que usa
la distribucion a priori doble exponencial.
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Tabla 5: Porcentaje de ganancia relativa en ECM, L y C al comparar una contra dos covariables sensibles.

Estimador J n PGREM PGR.L PGR.C
EB.N 3 125:150 78 47 1
EB.DE 112 53 0
EBT 119 55 -1
EB.C 108 52 -1
EB.N 375:450 129 58 1
EB.DE 153 62 0
EBT 157 63 1
EB.C 157 63 1
EB.N 4 150:175 73 23 -1
EB.DE 68 23 -1
EBT 84 25 -2
EB.C 82 25 -2
EB.N 450:525 25 14 1
EB.DE 29 15 1
EBT 25 14 1
EB.C 25 14 1

PGR.T (1,2) = 100 (T (1) — T (2))/T (2)

La sobreestimacion de los EMV causa que la
media del LCI(B1) sea 12.10 que es mayor que el
valor verdadero 81 = 10 y como consecuencia la
cobertura del I1C para S1 es apenas de 0.04, muy
lejos del valor nominal de 0.95. Por el contrario,

los estimadores Bayesianos tienen ICr con medias
del LCrI(/?l) y L rS(/i’l) que permiten que el

valor verdadero 81 = 10 esté en el ICr lo que se
refleja en que su cobertura sea de 0.93 0 0.94 que

son mas cercanos al valor nominal de 0.95.
Las medias de LCI([?Z) y LCS([)’Z) son 4.74 y

8.03 que permiten que el valor verdadero 8, = 5
y esté contenido en el IC. Estos IC tienen
cobertura de 0.62 que sigue siendo menor al valor
nominal de 0,95. Por el contrario, los estimadores
Bayesianos tienen ICr con medias de LCrI%BZ) y
LCrS(B2) que permiten que el valor verdadero
B2 =5 esté en el ICr lo que se refleja en que su
cobertura sea de 0.94 0 0.95 que coinciden con el
valor nominal de 0.95.
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El otro criterio usado para comparar los
estimadores fue la longitud de los IC e ICr. Los
EMV tienen longitud aproximadamente el doble
de la longitud de los ICr para (1 y de
aproximadamente 2.6 veces mayores para f32.

AUn en el escenario mas favorable para el EMV
BEe AT 1A S B S e AN 55
mejores pues son aproximadamente insesgados,
con menores longitudes y cobertura de los ICr.

Conclusiones

Los estimadores Bayesianos propuestos estiman
correctamente los parametros del modelo de
regresion probit ordinal aleatorizado aun cuando
se usa el disefio de respuesta forzada inducido por
el dispositivo de aleatorizacion de Hopkins para
producir una variable respuesta ordinal
aleatorizada. El valor nominal de cobertura del 95%
de los intervalos de credibilidad se alcanzé



Tlamati Sabiduria (2024), vol. 20 nim. 33

Tabla 6. Medias de las esperanzas, limites inferiores y superiores de los intervalos de confianza y de credibilidad,
longitud y cubrimiento de los estimadores de maxima verosimilitud y Bayesianos del modelo de regresién probit
ordinal aleatorizado.

E(B1) E(B2) LCI(By) LCS(B1) LCI(Bz) LCS(B2) L(B) L(B2) C(B) C(B2)
MV 13.97 6.38 12.10 15.85 4,74 8.03 3.75 3.29 0.04 0.62

E(B1) E(B2) LCrI(B1) LCrS(B1) LCri(Bz) LCrS(B2) L(B1) L(Bz) C(B1) C(B2)
EB.N 10.08 5.06 9.27 10.99 4.47 5.70 1.72 1.23 0.93 0.95
EB.DE 10.04 5.03 9.24 10.94 4.45 5.67 1.70 1.22 0.94 0.95
EB.T 10.08 5.05 9.27 10.98 4.47 5.70 1.72 1.23 0.93 0.94
EB.C 10.08 5.05 9.27 10.98 4.47 5.70 1.72 1.23 0.93 0.95

generalmente con los tamafios de muestra mas
grandes, lo que es consistente con la teoria
asintotica. Un resultado adicional es que todas las
covariables no sensibles incluidas en el modelo de
regresion probit ordinal aleatorizado rechazan que
Brx # 0, j=1,..., p porque las longitudes de los
intervalos de credibilidad indican que las
estimaciones S8, estan lejos de cero.

Los estimadores Bayesianos de los B, de las
covariables no sensibles en el modelo de
regresion ordinal aleatorizado tienen 6ptimo error
cuadratico medio, longitud y cobertura de los
intervalos de credibilidad cuando se utilizan méas
categorias de la variable respuesta ordinal
aleatorizada, tamafio de muestra mas grande y
mayor nimero de covariables no sensibles.

Sorprendentemente, los estimadores Bayesianos
tienen menor error cuadratico medio usando la a
priori doble exponencial para cada coeficiente de
las covariables no sensibles. Por lo tanto, el mejor
estimador Bayesiano en el modelo de regresion
probit ordinal aleatorizado se obtiene utilizando la
a priori doble exponencial.
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